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Divisibilite dans Z
I - Divisuers & Multiples d'entiers

Définition : Soit acZ etdeZZ*, ondit que " d dwisea "ou "dla" <=
il existe geZ tel que ex a

Vocabulaire : on dit que " a est divisiblepard " ou " a est un multiple de d "

Conséquence : si d|a => (—d)|a

© sialb et ajc —>a|(b + fo) ;
Il - Dmslon Euclidienne dans 2

Théoréme : Soit acZ et b eZZ*, il existe un unique couple d'entiers (g ,7) tel que :

a = bqg ¥ 7% ae 0<r<|b|

Reste : SoitacZ et beZ*, on appelle reste de a par b , l'entier r défini par :

W=a B g ob q estle quotient de a par b

/Il - Congruence modulo n

Définition : Soit ne N* et a et b deux entiers , on dit que "a est congru a b modulo n"
(ou a etb sont congrus modulon) <=> (b- a) est un multiple de n

Théoréme. soit neN* VaeZ, il existe unumque entier naturel re {0,1,2, ... n—1}

tel que on dit alors que r est le reste modulo n de a.




——

Theoremes de FERMAT

® Soit ac N et p: premier => p divise (a’- a) <> aP = alp] (epere )
@ Soitac N et p:premier nedivisepasa = a1 = 1[p] (leis)

PGCD de deux entiers :

a et b : 2 entiers non nuls == 3! deZZ* vérifiant {0 dlaetdlb ;
® sikla et klb = kl|d|

Vocabulaire : d est le plus grand commun diviseur de a et b et noté d — e « b 1

Conséquence: @ VacZ* et VbeZ* —> anb >0 ®anrb=lalAlbl

Propriétés : O@si bla=>anb=|bl @ sia=r[b]=>anrb = bnar
®anb=bnra O (ka) A (kb) = |kl|.(anb) -Oa/\(b/\c)ﬂ(a'/_\b))\c |

Algorithme d’Euclide :

|
anb =d : ledernier reste non nul dans Ia succession de divisions ’I
euclidienne de a et b dans I'aleorithme d'Euclide. ‘

Théoreme du PGCD : d o t
. |

a
sianb=d == 3!couple (a', b") tels que :{ b

Le Lemme de GAUSS

Osi{alb'c e — alb oualc

a premier AR R R e
co’ns?quen'ce. '9 { x = o [b] : ===;» x == 0 [a b s
(Théoréme Chinois)f ~ laAb=1

PPCM de deux- entiers :

@ 7 est multiple de a et 772 est multiple de b
mEavr {9 tout multiple commun a et b est un multiple de 7

Propriétés: ® avb=|alv|bl ®(anb).(avb)=labl
®avb = bva 03!b|a===#avb=|a|
® (ka)v (kb) = | k|. (avh) ®av(bve) = (avb)vece

Inverse modulo b
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Exercice N° 01

: Exercice N° Q9 : (lesquestions sont indépendantes)
Soit a et b : deux entiers telsque:a = 2[13] et b = 8[13]. 1) Montrer V. ne N , 3?’“’1 + 22 =0(7]
Déterminer les restes modulo 13 de 2) MontrerV neN ,3%" — 26" = 0 [665]
o(~a) o(~b) e(@+b) e(a-b)
2 2 3) Montrer V neN* 4" + 15n—1= 0[9]
L b sa.b e 2a(—b) 3
2 : 4) Montrer ¥ nelN* 33 — 4%+2 = 0 [11]
e —a’ b e a.b? ea- b* e (a.b)™
e3a-4 e5h +1 w3 4 2 Mgt —igp Exercice N° 10 :
N
X 2 . n(pn+1)2n+1)
Exercice N° O2 : Soient a, betc:trois entiers IMontrsrdus sene iy kz_, §- 5
vérifiant: a =7[19] ; b =13[19] et ¢ =5[19]. 2) En déduire les restes modulo 9 des entiers suivants :
Déterminer les restes module 19 de: A=12+2%+ 32-|: ... +63% et B =252+ 26*+27*+...+ 972
e(ab +¢c) e(a + bc) (abc) e -ab’c bﬂﬁ,ﬁi ence & Puissance
ea-b+c e3a +2b-4c ea*+b?+¢* e3a®+ab-9c + 2 Exercice N° 11 : (lesquestions sont indépendantes)
Exe ice N° : 1) Déterminer les restes modulo 10 des entiers :
= 45108 b = —34892 c = 87031
Déterminer, dans chacun des cas suivants, les entiers n tels que :
207] 6 [11] 2) Déterminer les restes modulo 17 des entiers:
= = 171 186 583
: =11 L7 b =
'{~1osn515 '[—6511550 3 = 186 B
‘ 3) Déterminer les restes modulo 10 de -1 :
Exercice N° 04 : (lesquestions sont indépendantes) Déduire le chiffre des unitésde:a =9 et b =92
1) a) Déterminer les restes modulo 19 de 4398041 et 604774 4) Déterminer les restes modulo 23 des entiers :
. N 431 | 4 879
b) En déduire le reste modulo 19 de (4398041).(604774) a =116 7 b =(:160) c =1218™
2) a) Vérifier que : 893 =5 [24] 5) a) Déterminer Ie reste modulo 13 de 4’ puisde 121°%
- b) Déterminer le reste modulo 13 de 5*
b) Dédui 32 =1[24] B
) Déduire que 89 L Déduire les restes modulo 13 de : 5%, 5%*1 5%*2 g4 g+
c) Montrer alors que 'V nelN, 893%" =1[24]. c) En déduire alors le reste modulo 13 de 100'®

er e N° =

ExerciceN® 12 :
1) Soitn & N, déterminer suivant les valeurs de n les restes
modulo 7 des entiers naturels : 2" et 3"

1) a) Discuter suivant les valeurs k, le reste modulo 7 de 2"

b) Déduire le reste modulo 7 de 247349

2) Calculer le reste modulo 13 de 298**.

Exercice N° 06 : Ll e
1) Montrerque YneM, 2*'-1=0[7) Lﬂ'ﬁ *slfﬁ:‘ o Gaiiss

2) Déduire que 2°™*1 —2=( (7] et 282 — 4 =0 [7) Exercic ;

1) Montrer que ¥/ neN,‘:'n @n+1)(Tn+1)=0[3]

2) Déduire I'e ﬁsemble*des entiers n vérifiant : 2"+3"=0[7).

3) En déduire le reste modulo 7 des nombres

X =25 |y =15 etz = 2mzso < 2) Endéduire que V n_e_N,"n (2n + 1) (7n + 1) divisible par 6
Diviseurs dans 2 Exercice N° 14 :
Exercice N° Q7 : Déterminer pour chacun des Soitn € Z et on considére l'entier N = n(n*-1)
enti.ars a l'ensemble D, de tous les divisuers de a: 1) Montrer N est un multiple de 5
ok PGRA2 . #iik0en18s 2) Montrerque N est divisible par 3.
WM 8 gy by En déduire que N est divisible par 30.
omrﬁﬁnr flensomble des '!{1‘!!” l'ﬂlatlfs n tels que : 3) Onpose que n estimpair, Montrer que N est divisible par 16

A
n+7 e (n +4) dlvlse (PP 4+n+1) En déduire que N est divisible par 240




Equations a 1 variable
Exercice N° 15 :

Résoudre dans Z les équations :

1) 2x =4({10] M3 x +1/=2[6)
3) 4x- 1 =0[5]) 4)9:2 El{_&]
5) x* = —-1[11) g) x* =—-2[11]

7) %% + 6x + 5 =0[7)W 8)2x*=5x+3 =0[8]

luu@fé’ﬁh 2 de Fermat

Exercice N° 16 :Soit xeN

1) a) Montrer que x (x* — 1) = 0(mod 5)
b) En déduire les restes modulo5de A =

2) a)Montrer que x (x% —1)=0(mod 7)

b) En déduire les restes modulo 7de B = (x® —x%)(x3 + 1)

Exercice N° 17 :

Soit p un entier premier et telque p 2 7.

3x 471 +4x307! =7 [p]

2) Montrerque : 3P 2 +4P24+5x12P"% ~1 =0 [p]
Exercice N° 18 :

Soient p et ¢ deux entiers premiers et distincts.

1) Montrer que :

Montrer en utilisant le théoréme de Fermat que :
p?~ 14 qP7' =1 (modp xq)
xerc 2 5 Ak ;
1) Soit x unentier non nu! premier avec 53

a) Déterminer le reste module 53 de x°*
b) En déduire que V¥ k & N, x52K#1 = x (mod 53)

2) Soit I'équation (E) : x*° = 2 (mod 53) oux € Z
Montrer que 2° est une solution de (E)

3) Soit x une solution de I'équation (E)
a) Montrer que x est premier avec 53
b) Montrer que x2¢! = .t‘(mod 53)
¢) En déduire que x = 2° (mod 53) _;_,9"

4) a)Montrerque 2° = 35(m05i53) ‘
b) Donner alors I'ensemble des solutions dans Z de (E)

PGCD & PFCM

xVy=84
1){x-y=-1176
xXsy

xVy=12(xAy)
a

x + y=105 4)
sy

x* — y* = 405

2) Déterminer les valeurs da‘;ﬁfs que : i!' b =17
Vb <450

(x*—xH)(x*+ 1)

Exercice N° 22 : On pose[ ‘:Jf 5n? + 7

n*+ 2
1) Montrer que si k divise aet b alors k divise 3
2)Montrerque: n® = 1[3] & aAb =3
3) En déduire, suivant les valeurs qe n , le PGCD de aet b.
Systeme a 1 inconnue
Exercice N° 23 :.
Soit dans Z le systéme (5): { ch

et neN*

T21]

11[13]

1) Vérifier que xq = 154 est une solution particuliére de ()

2) Résoudre alors le systeme (§)

3) Application : Une marchandise est emballée dans des cartons
a 21 pieces, le dernier carton ne contient que 7 piéces
et si elle est emballé dans des cartons de 13 pigces, le
dernier carton gonfieﬁdra seulement 11 piéces.

~Déterminer tous les nombres possibles de piéces de cette
marchandise sachant qu’il est inférieur a 1000 piéces,

Exercice N°24:vn<z\@, {5230

e

1) Montrer que si d dmsex et d divise y alors d divise 13
2) Discuter, suivantn ; la valeur xXAYy.
3) Soit ke N, discuter suivant k, le reste modulo 13 de 12k,

x =3 x1220% 47

I 2019
4) Application : On pose b e 6 Z 124 =3
p=0

Montrre que x et y sont premiers entre eux.
Congruence & Binéme

1) Montrerque:Vn >2 ona:

(n+ 1" =n* (I+Zn"- xC"J+l

2) Endéduire que ¥ n €N, ona_ (n +1)*—1 =0[n?.
re P s
1) Montrerque ne N  7%=1[10] & n=0([4]
2) Déterminer le chiffre des unités de 72007
3) Onpose N = 72008

a) Montrer N = 61004500 (-—1)1"““ + CmmSO‘ (—1)1°°3[100]

b) Déduire les deux derme _chnffres de N dans la base décimale.

: Inversg;,-,;&Moduia:re

: Déterminer u dans les cas suivant

m5u =1[17] mBu=1[15 | w3u=1[11]
m 8u =1[23] m6u=1[29] wm4u=1[31]
m7u =1[19] mBu=1[37] wm11u=1[17]
m 13u = 1[16) v m12u =1[13]

1) Déterminer un inversa* deA modulo 13

{ 2) Résoudre dansmzr I‘equatuon 4x =1 [13]

3) En dedulre les solutions de I'équation : 82X = 1[13]
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Exercice N° O1:

i s s (13}
e a4y ez (13) |
VShaas t{-ntxs}"zl{‘s_}
v saczbs 2z (asy= 2U3)

c —2o(n3)= €2

y ]
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Exercice N° 03 : ‘

logn € :
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e fs 1
b YR
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Bt SRS | A
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v ne 6{Mle n= G+M ke
1-—(,&\1 =50
A(m: Sl e G-t-/u'f.{i & jo

- Exercice N° 04 :

Exercice N° 02 :
az 73‘{49_‘) b=43[49) c=5[49)
s ab+ ez 96 (1) = 1(19)
ag bes 72 [18) 5AG[49) -
abez 4SS[as) =849
~abcz-0c[19) ¢ 49
& -bte v —4{r8) €43 [12)

1’3

1)g4 3v80Ul 1 48 = 231435, Sezy.
c.'\__(nlgpuu...)xm wAb
) Lq s%occ; 46[/15_]‘
o boydy £ 49 or 54850,24053,
oL 0,205, )x49 £ Y
i ‘f’"‘«‘ F7% = € [ 9]

B (3920 wa)eow i o [1g) = He

.2) q) £A3-S < 868 = wy3Feo _i
= 993 =S L?-'G

b)) @43 = s ey ) A ()
) "Ns"‘; @43)"s 1" (zu)2t (]

et )
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